V 5. Matrix sajatértékének meghatarozasa, hatvanymodszer

Az ebben a fejezetben targyalt fogalmakat a mechanikai, kvantummechanikai, geometriai problémak
megoldasa sordn széles kortien felhasznaljak.

V 5. 1. Definicio

Az A €Cr* nnégyzetes matrix sajatértéke a A valos vagy komplex szam, ha talalhatd legalabb
egy olyan v (oszlop) vektor, melyre

Av=A v, v#0 .

Av (altalaban komplex koordinatas) v vektor az A matrix A -hoz tartozo sajatvektora. ||

V 5. 2. Definicio

Egy matrix sajatértékeinek dsszességét a matrix spektrumanak, a sajatértékeket
spektralparamétercknek is nevezik. []

Az 5.1. definicid ekvivalens az
(A-ALE)»=0

egyenlettel, ahol E aznxn-es egységmatrix. Az igy kapott matrixegyenlet viszont egy olyan
homogén (amelyben minden, a jobb oldalon 4ll6 konstans értéke 0) linearis egyenletrendszer

matrixszorzatos alakja, amelynek egyiitthato matrixa az A-A E matrix, ismeretlenei pedig av
koordinatai.

Mivel a sajatvektornak a definicid szerint legalabb egy koordinataja nem 0, ezért az egyenletrendszer
nem lehet szabalyos, vagyis nem lehet egyértelmii megoldésa, hiszen a homogén, szabalyos linearis
egyenletrendszer megoldasa csak a zérusvektor lehet.

Az ugyanannyi egyenletet, mint ahdny ismeretlent tartalmaz6, nem szabélyos lineéris egyenletrendszer
egyiitthatomatrixa determinansanak 0 értéklinek kell lennie.

V 5. 3. Tétel

Adott A-hoz tartozo sajatvektor 1étezésének sziikséges és elégséges feltétele:
det(A-AE)=0. [
Tehat azokhoz a A-khoz tartozik sajatvektor, melyek eleget tesznek az 5.3. tétel feltételének.

Mas szoval: Az A matrix sajatértékei a det(A-A E)=0 egyenlet megoldasai.

V 5. 4. Definicio

A det(A-A E)=0 egyenlet bal oldalat az A matrix karakterisztikus polinomjanak, az egyenletet
pedig az A matrix karakterisztikus egyenletének nevezziik. ||

Ha megtaléltuk az A matrix valamelyik sajatértékét (ko)az ehhez tartozo sajatvektort gy szamitjuk

ki, hogy megoldjuk a (A—ko E).v=0 homogén linedris egyenlet rendszert.

V 5. 5. Definicio

A A sajatértékhez tartozd maximalis szamu linearisan fiiggetlen sajatvektorok szamat a sajatérték
geometriai multiplicitasanak nevezzik. [

Egy sajatérték algebrai multiplicitasan azt értjiik, hogy hanyszoros multiplicitasu gyoke a
karakterisztikus egyenletnek. |



V 5. 6. A sajatérték és a sajatvektor meghatarozasa Maple-lel
Hasznalt Maple parancsok: factor,rhs, lhs, Eigenvalues, Eigenvectors DotProduct, pointplot

-2 2 -3
1. Példa Adjuk megazA4:=| 2 1 -6 [matrixanak sajatértékeit és sajatvektorait a Maple
-1 -2 0

beépitett parancsaival

Megoldas

> restart, with(LinearAlgebra) : A .= Matrix([[-2,2, -3],[2,1, -6],[-1, -2,0]]) :
Ha csak a sajatértéket keressiik, hasznaljuk az Eigenvalues parancsot.

> sajatertek := Eigenvalues(A)
5
sajatertek == | -3

-3

A sajatértékek, azok multiplicitasa €és a hozzajuk tartozé sajatvektorok az Eigenvectors paranccsal
egylitt is megkaphatok.

> 5= FEigenvectors(A)

-3 3 -2 -1
s=-31,10 1 -2
5 1 0 1

Az elsd oszlopvektor a sajatértékeket, a masodik matrix oszlopai az egyes sajatértékekhez tartozo
sajatvektorokat tartalmazzak. Olvassuk ki a sajatértékeket és a sajatvektorokat!

> sajatertekl = s[1][1]; sajatertek2 := s[1][2]; sajatertek3 := s[1][3]
sajatertekl ;= -3
sajatertek? ;== -3
sajatertek3 =5

> sajatvektorl = s[2][1..3, 1]; sajatvektor2 := s[2][1..3, 2]; sajatvektor3 = s[2][1..3,3];

3
sajatvektorl = | 0
1
-2
sajatvektor2 = 1

0



-1
sajatvektor3 .= | -2
1

V 5.7. A sajatértékek eloszlasa
V'5.7.1. Tétel

Egy A matrix sajatértékeinek abszolutértékét az A valamennyi norméja feliilrdl becsli. [
Bizonyitas

A sajatérték definicidja alapjan
A 1wl =[s =[[Av][ < AN vl

amibdl ||v|| # 0 -val osztva |\| < ||A||. (Ez az egyenlStlenség csak akkor igaz, ha a hasznalt
matrix- és vektornorma kompatibilis.)

-2 2 -3
2. Példa Adjunk fels6 becsléstaz A=| 2 1 -6 | matrix sajatértékeire a 3. fejezetben
-1 -2 0

megismert normak segitségével.
Megoldas

> restart, with(LinearAlgebra) : A .= Matrix([[-2,2, -3],[2,1, -6],[-1, -2,0]]) :
> sor_osszeg norma = MatrixNorm (A, 1); oszlop_osszeg norma := MatrixNorm (A, «);
sor_osszeg norma =9

oszlop osszeg norma =9

> FEigenvalues(A)

Valoban, minden sajatérték abszolutértéke kisebb, mint 9.

V 5.7. 2. Tétel

Gersgorin tétele: Az A valds vagy komplex elemli matrix valamennyi sajatértéke a komplex
szamsik alabbi zart koreinek egyesitésében van:

|z — ail.| <r,

ahol



n
i~ Z|al-j| =1,2, ..., n, j#i). ]
j=1
Bizonyitas

Legyen A sajatértékhez tartozo v sajatvektor legnagyobb abszolutértékti komponensének indexe
i. Az Av=A v sajatértékegyenlet i-edik komponense x; .

n
Zlaiij =Ax;
j=
x; a bal €s a jobb oldalon is szerepel, vigyiik at a jobb oldalra

n

zaijij (k — aii)xi

j=1
JFi
x; -vel osztva, majd abszolutértekre attérve adodik, hogy
n
p—a) < 2o =r,.
j=1
JFi
amivel a tételt belattuk.
3. Példa Irjuk fel és szemléltessiik a 2. példa Gersgorin koreit
Megoldas
> A=Matrix([[-2,2,-3],[2,1,-6],[-1, -2,0]]) :
> for i to 3 do
r[i] =0;
for j to 3 do if i #; then r[i] :=r[i] + |Al. j| else r[i] :=r[i] end if end do;
kor[i] = (x —Al.) i)z -l-yz er;
print(kor(i])
end do :

(x+2)2+17=25
(x—1)>+) =64
¥ —|—y2 =9
> with(plots) :
abral := implicitplot( {kor[ 1], kor[2], kor[3 ]}, x=-10..10, y=-10..10, scaling

=unconstrained, color = blue) :
abra? :=p0intplot( { [Eigenvalues(A)l, 0], [Eigenvalues(A)z, 0], [Eigenvalues(A)3, 0]},

color =red, symbolsize =30, symbol = diagonalcross ) :
display([abral, abra?])



Az abran a koroket és a sajatértékeket abrazoltuk, mindkét sajatérték a korok unidjanak
halmazéaban helyezkedik el.

V 5. 8. A legnagyobb sajatérték numerikus meghatarozasa
hatvanymodszerrel

Hasznalt Maple parancsok: convert Vector

A sajatértékek meghatarozasakor kapott karakterisztikus polinom fokszdma a matrix nagysagatol
fiigg. Egy 3x3-as matrix karakterisztikus polinomja is harmadfokt egyenlet megoldasédhoz vezet.
Ezért van nagy szerepe a sajatértékek meghatarozasanal a numerikus modszereknek.

Tegyiik fel, hogy

1; az A nxn-es matrix sajatértékei valds szamok, és |7»1| > |7»2| > |7»3| >..> |7»n|

2; az A sajatvektorai vy, v,, v5,...v, legyenek linedrisan fliggetlenek, azaz egyik se legyen eléallithato
a tobbi linearis kombinacidjaként.

3; x, tetsz8leges, a sajatvektor 0. kozelitésének tekintett vektor, amely felirhato a sajatvektorok
linearis kombinacidjaként tigy, hogy

Xo=C ", + CyV, + ...+ ¢V

Ezt az egyenletet az A matrixszal tobbszor megszorozva, valamint felhasznalva a Av=A v, az el6z6
egyenlet a kovetkezo alaku lesz



Ax0=cl7u1v1 + czkzv2 + ...+ cnknvn

2 a2 2 2
A xo—clk1 v, + 027‘2 v, + ..+ cnkn v,

n_ n n n
A xo—clk1 v, + 027‘2 v, + ..+ cnkn v,

n+1 n+1

n+1 n+1
A xo—clk v, + 027»2 v, + ..+ cnkn v,

1

Az utolsé két egyenlet mindkét oldalat a legnagyobb sajatérték n-edik és n+1-edik hatvanyaval

elosztva
n n
) M)
N v2+ -l-cn N v, vy

1 1

1
n
}\'1

n,. _
Axo—clvl-i-c2

1
n+1

M

n+1_
A Xy =

A kozelitésnél felhasznaltuk, ha n>>1, a tortes kifejezések sokkal kisebbek 1-nél , igy
elhagyhatoak. A most kapott egyenletek mindkét oldalat szorozzuk meg egy tetszéleges y
oszlopvektorral, melyre x, y#0, igy mar a két egyenletet el lehet osztani egymassal.

1
"z A"xoy = vy
1
1 n+1 -
FA x0y~clvly
1
+1
- A" Xy ¥
1~ An
Xy ¥

Az eljarast addig folytatjuk, amig A, két egymas utan kovetkezd kozelitésének eltérése egy eldre

megadott hibanal kisebb nem lesz.

5 -4 -2 4|
3 -2 02 . .

4. Példa Hatarozzuk meg az A = 0 0 11 matrix legnagyobb abszolutértékii sajatértékét
0 0 11

hatvanymodszerrel.

Megoldas

> restart, with(LinearAlgebra) :
A = Matrix(4,4, [[5, -4, -2,4], [3, -2,0,2],[0,0, 1,11, [0,0, 1, 1]]) : sajatertekek
:= FEigenvalues(A);

5 -4 -2 4|
3 -2 02
0 0 11
0 0 11




sajatertekek =

NN = O

A kiindulasi x,, vektor legyen [1,0,0,0], a tetszdleges y vektor [1,1,1,1]. (A matrixbol

a convert eljarassal tudunk vektort eléallitani, hogy azonos tipusu objektumokkal végezziik a
A2x0y
Axgy

miveleteket, majd két vektor sakaris szorzatat kell venni. ) Az els6 kozelitéshez az
hanyadost kell képezni.
> x0:=Matrix(4,1, [1,0,0,0]) :y:=Vector([1,1,1,1]) :
> Ax0 := convert(A.x0, Vector); nevezo := DotProduct(Ax0, y);
s

3
Ax0 =
0
0

nevezo := 8

> A2x0 = convert( (Az) x0, Vector) ; szamlalo == DotProduct(A2x0, V)
13
9
0
0

A2x0 =

szamlalo =22

Igy az els6 kozelités
szamlalo
nevezo

> max_sajatertek I :=

: 11
max_sajatertek 1 := e
frjunk révid programot, ami a kozelitéseket addig végzi el, amig az egymast kovetd két sajatérték-
kozelités eltérése nem lesz egy adott értéknél kisebb!

Megvalositds Maple-ben megadott hibahatarig

Input : A, xp, v, k, hiba
xp . Ae(€>0). |5 k=100 hiba =100
> for i to k while 10> < hiba do

n+1 s _max||0 = 100;
A X,y ;
n=1, A = Ax0||i == convert(A X0, Vector);
max, n n
Axg ¥ i+1
n=n+1 Ax0|| (i+1):= convert(A X0, Vector);
amig kmax’ . Kmax’ Lo <€ s_max||i = evalf




( DotProduct(Ax0|| (i +1),y) )

DotProduct(Ax0||i, y) ’

hiba := evalf (|s_max||i —s_max|| (i —1)])
end do :

> print(lépésszam:, i —1);

print( “hiba:", hiba) ;

print(maximalis sajatérték:, s max|| (i —1))
Output : X lépésszam:, 17

hiba:, 0.000006539
maximalis sajatértek:, 2.000006540

V 5. 9. Geometriai alkalmazas: fétengelytranszformacio

Hasznalt Maple parancsok: arrow

A kovetkezd geometriai alkalmazast a mechanika sok helyen hasznalja. Felhasznaljuk a
szimmetrikus matrixokra megfogalmazott kovetkezo tételt.

V'5.9. 1. Tétel

Fétengelytétel: Minden n x n tipust, szimmetrikus matrixnak van n darab, paronként egymasra
merdleges sajatvektora. [

820
5. Példa Szemléltessiik a fotengelytételta| 2 5 0 [ matrixon!
001

> restart, with(LinearAlgebra) : A .= Matrix([[8,2,0],[2,5,0],[-0,0,11]) :
> s := FEigenvectors(A)

1
0 -— 2

! 2
S=14 ko 1
2Tl1 o o

Olvassuk ki a sajatvektorokat, majd a merdlegesség vizsgalatahoz képezziik a vektorok skalaris
szorzatat a DotProduct parancs segitségével, a skalaris szorzat 0, a két vektor merdleges..

> sajatvektorl = s[2][1..3, 1] : sajatvektor? := s[2][1..3, 2] : sajatvektor3 := s[2][1..3,
3]:
> DotProduct(sajatvektorl, sajatvektor2); DotProduct(sajatvektorl, sajatvektor3);
DotProduct(sajatvektor3, sajatvektor?)

V 5.9. 2. Definicio

Viltozok homogén masodfoku kifejezését kvadratikus (masodfoki) alaknak nevezziik. [



Azx,y valtozok kvadratikus alakja a, 4 2a, ,xy +a, , y2
Azx,y z valtozok kvadratikus alakja
a, 1x2 +2a, , xy+2a yxz+a, 2y2 +2a, ;yz +a, 322

V 5. 9. 3. Definicié

Az olyan kvadratikus alakot, amelyben nincs vegyes tag, kanonikus alaknak nevezzik. [

Azx,y z valtozOk kanonikus alakja  a, 1x2 +a,, y2 + a4 2

V'5.9. 4. Tétel

Legyen A egy n X n -es szimmetrikus matrix, r n dimenziés helyvektor (sorvektor). A
kvadratikus alak az A szimmetrikus matrix és az r segitségével r A r! alakban irhato fel. [

Bizonyitas n=3 esetre

> 4= Matrix(?a, 3, [alj Ay 0 dy 3 A1 5 Uy 2 0y 3,0y 30y 3,43 3]);

r = Vector[ row]( [x,y’ z])
alj 1 a172 a1,3

A= a5 a5 a3

a3 dy 3 d;z 3

r=[xy 2]

> kvadratikus_alak = simplify(r.A. Transpose(r))
kvadratikus _alak = e at 2xy a) ,t 2 xza 4 +y2 ay ,t 2yza2’ 3 +7 as 5

A kvadratikus alakban szerepld x,y,z valtozok azr vektor ey, e,, e, trivialis bazisra vonatkoztatott

koordinatai. Ha mas bazist valasztunk, a kvadratikus alak formailag mas alaku lesz. Legyenek az
A matrix sajatértékei A, A, A, , paronként egymasra mer6leges,egységnyi hossziisagu
sajatvektorai s,, s,, 55 . Forgassuk el a koordinatarendszert ugy, hogy tengelyei legyenek
parhuzamosak a sajatvektorokkal. Ebben az 0j koordinatarendszerben legyen

r=us;, +vs,+ws;

Helyettesitsiik ezt be azr A r' kifejezésbe. Tekintettel arra, hogy

As1=k1s1, As2=7u2s2, As3=7»3s3
2 2 2
rArT=(us1+vs2+ws3)(u7u1sl+v7»2s2+w7»3s3)=u AV +w 7»3

Itt felhasznaltuk a sajatvektorok merdlegességét. Igy az uj koordinatarendszerben (u,v,w
valtozokkal) a kvadratikus alak csak tiszta négyzetes tagokat tartalmaz, ezért formailag egyszertiibb.
A koordinatarendszer ilyen megvalasztasat fotengelytranszformacionak nevezziik. A kapott
kifejezés kanonikus alak.

6. Példa Tekintsiik a Q=38 X —dx y+5 y2 kvadratikus alakot. Adjuk meg a kifejezés kanonikus
alakjat és dontsiik el, milyen gorbét ir le ez az alak, ha a kifejezés értéke 1?7 Abrazoljuk kdzos
koordinatarendszerben a gorbét és az egységnyi hossziisagu sajatbektorokat.

Megoldas



> A:=Matrix(2, 2, [8, -2, -2,5]); s = Eigenvectors(A4)
8 -2
-2 5

A=

4 )

9

9

1
2
1

1

Tehat a gorbe kanonikus alakja:

> Q kanonikus := s[l][l]u2 +s[1][2](4) V
Q kanonikus := 4 u* + 917

Az egységnyi hosszusagu sajatvektort gy kapjuk, hogy a vektort elosztjuk a hosszaval.

s[2][1..2,1] s[2][1..2,2]

> l I = ; ' 2 = .
Sjanvektor = e (S[21[1.2, 11, 2) AeRor 2 = o (S12101.2.21.2)
Lo
sajatvektorl = 5
s

sajatvektor2 =

Rajzoljuk fel k6zos koordinatarendszerben az egységnyi hosszu sajatvektorokat és azt gorbét, amit
akkor kapunk, ha a kvadratikus alakot 1-gyel tessziik egyenldvé !

> with(plots) :

> al = arrow(sajatvektorl, shape = arrow, length=0.5, color = blue, thickness=4) :
> a2 = arrow(sajatvektor2, shape = arrow, length=0.5, color = blue, thickness=4) :
> a3 = implicitplot(8 ¥ —4 xy+5 y2 =1,x=-05.05,y=-05 ..0.5) :

> display([al, a2, a3, scaling = constrained)

>



0.4

0.3

0.2 1

0.1 -

-04[ -03 -02 -01 O

-0.1

-0.2 1

-0.3 1

-0.4

Tehat a gorbe ellipszis, melynek nagy és kistengelye a sajatvektorokkal parhuzamos irany.

7. Példa Transzformaljuk kanonikus alakraa Q=2 246 y2 +8xz427 kvadratikus alakot,
majd abrazoljuk a Q=1 feliiletet &s a sajatvektorokat.

> A= Matrix(3,3,[2,0,4,0,6,0,4,0,2]);s := Eigenvectors(A)

20 4
A=1060
40 2

6 1 0 -1
s=| 6101 0
-2 1 0 1

> Q kanonikus := Eigenvalues(A)[l]u2 + Eigenvalues(A)[2] Vv + Eigenvalues(A)[3] W’
s[2][1..3,1] s[2][1..3,2] )

Norm(s[2][1.3,1],2) Norm(s[2][1.3,2],2)°
s[2]]1..3,3] )

Norm(s[2][1.3,3],2)°

> sajatvektorl = ; sajatvektor?2 =

sajatvektor3 =

O kanonikus := -2 ur+ 61+ 6w



1
2

V2
sajatvektorl = 0
V2

1

2
0
sajatvektor2 .= | 1
0

J2

1
2
sajatvektor3 = 0

1
2 V2

> al = arrow(sajatvektorl, length=2, shape = arrow, color = blue, thickness=4) :

> a2 = arrow(sajatvektor?2, length=2, shape = arrow, color = blue, thickness=4) :

> a4 := arrow(sajatvektor3, length="2, shape = arrow, color = blue, thickness=4) :

> a3 := implicitplot3d(2xX* +6)* +8xz+27=1,x=-2.2,y=-2.2,2=-2.2, style
= hidden, axes = normal ) :

> display([al, a2, a3, a4 ), scaling = constrained, grid = [ 150, 150, 150])



A feliilet egykdpenyti hiperboloid.

V 5. 10. Fizikai alkalmazas

Hasznalt Maple utasitasok: map, assume, Re, Im, dsolve

A fétengelytranszformacio is tekintheto fizikai alkalmazasnak, a kovetkez6 példa egy alap
mechanikai problémat targyal.

8. Példa Két tomegpont csatolt rezgését a
dle y y d2x2
my— =-kx, +k(x, —x;) , my——
U472 1*1 (X, —x;) 24P

differencialegyenletrendszer irja le, ahol m, m, arezgd tdmegpont tomege, k;, k, az egyes

=-kyo, +K(x) —x,)

tomegpontokra hatd rugoallandok, k a két tomegpont kdlcsonhatasa sordn fellépd erdt jellemzo
rugoallando, x; €s x, kitérés-idd fliggvényei. Ha k=0, akkor a két tomegpont kdzott nincs
kolesonhatés. Az egyes tomegpontok mozgasa egymastol fliggetlen. Ha k értékét ndveljiik, akkor a
tomegpontok egyre inkabb befolyasoljak egymas mozgasat. Természetesen a kiillonbozo kezdeti
feltételek igen eltéré mozgast eredményezhetnek.



Megoldas

> restart, with(LinearAlgebra) :
d2 d2
> del = g xI(t)=-3x1(t) +2 (x2(t) —xI(t)) :de2 = ? x2(t)=2-(xI(t) —x2(¢)) :
t

Keressiik meg a megoldasokat ugy, hogy atirjuk matrix és vektor felhasznalasaval a
differencidlegyenletrendszert linearis rendszer alakba.

> X:=Vector([xI(t),x2(t)])

| ¥ \
x2(1)
> d2X = Vector(map(diff, X, t$2) )

dZ
— xI(1)
dr

d2X = 5
d
? x2(1)

> A = GenerateMatrix([rhs(del ), rhs(de2) ], [xI(t),x2(¢)])[1]
-5 2
2 -2

> rendszer =d2X=A4X

&

— x1 (1)

d7 -5 xI(t) +2x2(¢t)
rendszer = =

d—2x2(t) 2xI(t) —2x2(1) \

d7




Keresssiik a differencialegyenletrendszer megoldasat exponencialis alakban!

> Subs( [x](t) =emtt1,x2(t) =emt2], rendszer)

2

e -5e° i +2e% 2

cermt2 2% —2e% 12

wt
e  -vel osztva

% \_ . .. %
> lhs(w) —szmphfy(rhs( o j)

2
o t] l -5t 42142

211 =212

2
o 2
Kaptunk egy sajatérték problémat m-ra és sajatvektor problémat t1,t2-re, hiszen a kapott egyenlet

ekvivalens az

t1
12

-5 2
2 -2

t1
12

2
(O]

t1

egyenlettel. ® a sajatérték, a sajatvektor. Adjuk meg az egylitthatomatrix sajatértékeit és

sajatvektorait.
> s := FEigenvectors(A)

-2

2

1
-1 -
-6 |

Mivel mindkét sajatérték negativ, ezért o értékei komplex szamok.
> el = 0)2=s11 c0[1]:=solve(el,®); t1[1]=s[2][1]1[1];£2[1]:=s[2][2][1]

1

o, =1 -1
tII:Z%
2,:=1
> e2:= (ozzs[l][Z] c0[2] :=solve(e2, w); t1[2]:=s[2][1][2]; £2[2] :=s[2][2][2]
o, =16, -1J6
tly:=-2
12,:=1

fgy a megoldasok komplex értékii fiiggvények lesznek
o[1], ¢ o[1]. ¢

> xl(t)=e ' tI[1],x2(¢) =e



o[2], ¢ o[2], ¢

> xl(t)=e ' t[2],x2(t) =e ' 2[2]

xl(6) =-2eVe 1 xo() =€VO!

A differencidlegyenletrendszer valés megoldasat ezek segitségével megkaphatjuk. Vegyiik a
komplex értéki fliggvények valds €s képzetes részeit, tételezziik fel, hogy ¢ valds értékii. (Hiszen
1étez6 fizikai problémat targyalunk.)

> assume(t :: real)

o[1], ¢

> valosl = x1(t) =Re(evalc(e ! tl[l])),x2(t) =Re(evalc(em[1]ltt2[l]))
t

> kepzetesl := x1(t) =Im(evalc(em[l]2tt1[l]) ),x2(t) =Im(evalc(em[l]2 t2[1]) )
_ _ ( ( 2] 1 )) _ ( ( w[2], 1 ))
> valos2 = xI1(t) =Re\evalc\e t1[21) ), x2(t) =Re\evalc\e 12[2]
=t =tm{evate (" 11121) ), x200 =1 (evate (™ 2121 )
> kepzetes2 :=x1(t) =Im\evalc\e t1[2] x2(t) =Im\ evalc\ e 2[2]

valosl = x1(t~) =% cos(t~), x2(t~) =cos(t~)

kepzetesl :=x1(t~) = —% sin(#~), x2(t~) = -sin(t~)

valos2 = xI(t~) = -2 cos(\/?t~),x2(t~) =cos(\/?t~)

kepzetes2 :=x1(t~) = -2 sin(\/? t~), x2(t~) = sin(\/? t~)
Ellendrizziik, hogy a valds fliggvények valoban megoldésai a differencidlegyenletrendszernek.
> subs(valosl, del) : simplify(%); subs(valosl, de2) : simplify(%); subs(kepzetesl, del) :
simplify(%); subs(kepzetes1, de2) : simplify( %)

—% cos(t~) = —% cos(#~)

-cos(t~) = -cos(t~)

1 . I
o sin(t~) = > sin(~)
sin(#~) =sin(#~)

> subs(valos2, del) : simplify(%); subs(valos2, de2) : simplify(%); subs(kepzetes2, del) :
simplify( %) ; subs (kepzetes2, de2) : simplify( %)

12 cos(\/_ t~) =12 cos(\/g t~)

-6 cos( ) =-6 cos(\/? t~)
12 sm( 6 ) 12 sin(ﬁ%)
-6 sm(\/?%) =-6 sin(ﬁ%)

Tehat a kapott 4 darab valds értékii fiiggvény a differencidlegyenletrendszer egy-egy partikularis
megoldasa. Ezek linearis kombinacidja adja a rendszer altalanos megoldasat.

A Maple dsolve utasitasaval kdzvetleniil is megkapjuk az altalanos megoldast.

> dsolve({del, de2}, {xI(t),x2(¢t)})
{x](t~) = Clsin(t~) + _C2cos(t~) + C3 sin(\/? t~) + 4 cos(\/?t~),x2(t~)



=2 Clsin(t~) +2 C2cos(t~) — % (3 sin(\/g t~) — % 4 cos(\/z t~)}

Legyenek a kezdeti feltételek
> kezdeti =x1(0)=1,x2(0)=2,D(x1)(0)=-2/6,D(x2)(0) =V 6
kezdeti :==x1(0) =1,x2(0)=2,D(x1)(0)=-2/6,D(x2)(0) =/ 6

> mo :=dsolve({del, de2, kezdeti}, {x1(t),x2(t)})
mo = {x1(1~) =cos(t~) — 2 sin(v6 ~), x2(1~) =2 cos(t~) +sin(v6 )}

Abrazoljuk az adott kezdeti feltételeket kielégitd megoldasokat.

> plot( [rhs(mol), rhs(moz) ], t=0.3m, color = blue, red])

V 5. 11. Feladatok

1. feladat Hatarozzuk meg az adott matrixok sajatértékeit és sajatvektorait..

2 0 -3 1 02
l.a. A= 0 2 3 1. b. B=(0120
-3 3 -2 002
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2. feladat Mutassuk meg, hogyaz A:=| 2 2 0 | szimmetrikus matrix sajatvektorai

204

ortogonalisak!
3. feladat Adjuk meg a kovetkezd matrixok legnagyobb abszolut értéki sajatértékeit
hatvanymodszerrel.

(200 0] (001 1]
2100 0101
3.4 A= 3.h. B=
2120 1010
2121 1100

4. feladat Transzformaljuk kanonikus alakraa 2 xy — 6 y z + 2 x z kvadratikus alakot.
V' 5. 12. Ellenérzé kérdések

1. Mit értiink matrix sajatértéke és sajatvektora alatt?

2. Mi a sajatvektor 1étezésének sziikséges és elégséges feltétele?

3. Fogalmazza meg Gersgorin tételét!

4; Irja le, milyen elven kozeliti a legnagyobb sajatértéket a hatvanymodszer!
5; Mondja ki a fotengelytételt!

6; Masodfoku kifejezéseket hogyan lehet kanonikus alakra hozni?



